Va ser quan el 0 va dirigir la mirada alla
on la funcié deia que ho veia. Aquell lloc era
el punt en el qual els dos eixos, leix X i
leix Y, es tallaven. Aquell lloc era 'origen de
coordenades. El nombre no es podia creure el
que veia: el tema en el qual es trobava i que
tant ’havia fascinat tenia els inicis en el punt

(0,0)!

— Ho veus? Sempre has estat trist perque creies
que, com que eres un 0, ningd et necessitava,
pero totes nosaltres, les funcions, no podriem
ser representades si no fos per tu. Es cert
que representes el no-res, pero, de la mateixa
manera, també representes una altra cosa:
Porigen. Nombre 0, tu ets l'origen d’aquest
mon.

El 0 va reflexionar sobre les paraules de la
seva amiga i sobre tots els esdeveniments que

havien succeit des que havia pres la resoluci6 de
fer aquell viatge, i va arribar a la conclusié que
ella tenia ra6: s’havia passat la vida queixant-
se d’ell mateix i de la seva existencia, pero no
s’havia aturat mai a pensar en les coses bones
que tenia. Ara, ja no li feia res no ser com
els altres; la funcié li havia ensenyat que ser
diferent era el que el feia ser tan unic, tan
especial.

Després d’aixo, el 0 va agrair a la seva amiga
tot el que havia fet per ell, i es va quedar a viure
en aquell tema, en l'origen de coordenades, per
poder estar sempre amb la funcié que li havia
canviat la manera de veure la vida.

Va ser aixi com el 0 va trobar la solucid
al seu problema o, dit d’una altra manera, va
«trobar el valor de x en la seva equacio».

I és que aquesta historia acaba a l'inici, al
punt (0,0).

Racé biografic

Guillaume F. A. de I'Hépital (1661-1704): L’home rere la regla

Monica Blanco
Universitat Politecnica de Catalunya

En calcul diferencial s’associa el nom de
L’Hopital principalment amb la coneguda regla
que permet avaluar el limit de funcions que
presenten indeterminacions del tipus 0 entre 0,
o bé infinit entre infinit, mitjancant el calcul del
limit del quocient de les derivades del numera-
dor i del denominador. Aquest resultat apareix
a la seccié IX de I’ Analyse des infiniment petits
pour lintelligence des lignes courbes, el primer
manual sobre calcul diferencial, publicat el 1696
per Guillaume Francois Antoine de ’'Hopital, el
Marques de I’'Hopital.

Guillaume F. A. de I’'Hoépital, Marques de
Sainte-Mesme i de Montellier, comte d’Entre-
mont, senyor d’Oucques, La Chaise, Le Bréau
i altres llocs, neix a Paris el 1661. El Marques
signava les seves cartes com a Lhospital, pero
els seus contemporanis també escrivien el nom
com L’Hospital, L’Hospital o L’Hopital. De fet
a I’E’loge que Bernard le Bovier de Fontenelle
(1657-1757), secretari de I’Académie de Scien-
ces de Paris, li dedica el 1708, trobem el nom
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escrit com L’Ho6pital, forma molt propera a la
que es fa servir en 'actualitat.

Figura 1. Retrat del Marques de L’Hopital,
reproduit a Spiess (1955, p.128).
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Segons sembla, la familia paterna provenia
d’una familia napolitana, els Galluccio. Segons
Spiess (1955), aix0 podria explicar la preséncia
d’un gall petit a l'escut de la familia, com
s’observa al retrat del Marques (Figura 1).

Al seu E’loge, Fontenelle escriu que el jove
L’Hopital sentia poca inclinacié pel llati, pero
que, en canvi, mostrava passio i talent per les
matematiques, i per la geometria en particular.
Ja amb 15 anys va resoldre un problema que
havia estat proposat per Pascal sobre la cicloi-
de. El seu pare, Anne de ’Hopital, era tinent
general de l'exércit frances, i la seva mare,
Elizabeth Gobelin, era filla d’un intendent de
I'exeércit frances i conseller d’estat. Amb aquests
antecedents, no és estrany que L’Hopital entrés
al servei militar, on va arribar a ser capita
de cavalleria del Regiment Coronel General.
Tanmateix, a causa de la seva extrema miopia,
va haver d’abandonar la carrera militar, amb
la qual cosa va poder dedicar-se obertament a
I'estudi de la geometria.

El 10 de juliol del 1688 es casa amb Marie-
Charlotte de Romilley de la Chesnelaye, amb
qui tingué tres filles i un fill, i que compartia
el seu interes per les matematiques. La familia
passava l’estiu i la tardor a la seva propietat a
Oucques (a la regi6 Centre-Vall del Loira), i la
resta de I’any, a Paris. Gracies a una herencia de
la part de la seva dona, el Marques de ’'Hopital
va afegir el titol de comte d’Entremont el 1694.

La lectura de la Recherche de la wvérité
(1674-1675) 'empeny a coneixer el seu autor,
el filosof, teoleg i pare oratoria Nicolas Male-
branche (1638-1715). L’Hopital el pren com a
guia en les ciéncies i, com veurem més endavant,
esdevindra membre del cercle de Malebranche,
al qual també pertanyia Pierre Varignon (1654—
1722), entre d’altres.

A partir del 1693 és considerat com un dels
geometres de primer rang d’Europa. Publica
diversos articles a revistes d’Alemanya i de
Franca, com Acta Eruditorum, Mémoires de
l’Académie des Sciences i Journal des Savants
(Coolidge, 1990; Spiess, 1955). Justament fou
en la decada del 1690 quan comenca la se-
va correspondéncia amb Christiaan Huygens
(1629-1695), Gottfried W. Leibniz (1646-1716)
i Johann Bernoulli (1667-1748). E1 1696 el Mar-
ques va publicar I’ Analyse des infiniment petits
pour l'intelligence des lignes courbes (1696),
el primer manual sobre calcul diferencial, que
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esdevingué un best-seller a 1’época. Com a
reconeixement per ser I'inic frances implicat en
el desenvolupament del calcul infinitesimal, el
1699 fou nomenat membre honorari i vicepresi-
dent de I’Académie des Sciences de Paris, de la
qual ja era membre des del 1693. El 1707, tres
anys més tard de la seva mort a causa d’una
apoplexia, es publica el seu Traité analytique
des sections coniques.

Com he comentat abans, el resultat que
coneixem com a regla de L’Hopital apareix a
la secci6é IX de I’Analyse des infiniment petits
del Marques de I’'Hopital. Aquest manual pre-
sentava, de manera sistematica i estructurada
els fonaments del calcul diferencial de Leibniz.

Analyse des infiniment petits

El 1684 Leibniz havia publicat a la revista
Acta Eruditorum el primer article sobre el seu
calcul: «Nova methodus pro maximis et mini-
mis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec
irrationales quantitates moratur, et singulare
pro illis calculi genus» («Un metode nou per a
maxims i minims, aixi com per a tangents, que
no s’atura davant les quantitats fraccionaries
o irracionals, i és un genere singular de calcul
per a aquests problemesy). En aquest article
Leibniz presentava, sense justificar, les regles
basiques del calcul diferencial, i la seva aplicacio
a alguns problemes, com el problema de la llei
de la refracci6 i el problema de De Beaune.
El de la llei de refraccié consisteix a trobar
un punt sobre una recta que separa dos medis
de diferents densitats, de manera que el cami
d’un a Paltre a través del punt sigui el més facil
de tots els possibles, és a dir, el de recorregut
minim. D’aquesta qiliestio ja se n’havien ocupat
els matematics arabs, com Al-Haytham (965—
1039), i en els segles xv—xvI, Willebrord Snell
(1581-1626), Christiaan Huygens, René Des-
cartes (1596-1650) i Pierre de Fermat (1601—
1665) (Pla et al., 2008). En el segon cas, es
tracta del problema que Florimond de Beaune
(1601-1652) planteja en una carta a Descartes
el 1638: trobar una corba la subtangent de
la qual sigui una constant donada. Aquest
problema és considerat el primer exemple del
metode invers de les tangents, o d’equacions
diferencials (Fauvel i Gray, 1987).

Dos anys més tard, Leibniz publicava un
altre article a la mateixa revista, aquest cop
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centrat en el calcul integral: «De geometria
recondita et analysi indivisibilium atque infini-
torum» («Sobre una geometria altament oculta
i ’analisi dels indivisibles i infinits» ), on apareix
el simbol | per representar la integral.

Figura 2. Portada de I’Analyse (1696).

En tots dos casos es tractava d’assajos curts
i dificils d’entendre, sense explicacions comple-
mentaries. La lectura i comprensié d’aquests
dos articles sembla haver motivat I'interes del
Marques de I'Hopital per explicar i difondre
el calcul de Leibniz, interes que comparteix
amb Nicolas Malebranche. Tot i no ser nomenat
membre honorific de I’Académie des Sciences de
Paris fins al 1699, la implicacié de Malebranche
en els assumptes de l'academia tingué un
paper fonamental en el desenvolupament i la
difusi6 del calcul a Franca, a través del seu
cercle d’amics, contactes i corresponents. A
més del Marques de I'Hopital, a aquest cercle
pertanyien també Pierre Varignon, Charles
R. Reyneau (1656-1728), Louis Carré (1663
1711) i Pierre R. de Montmort (1678-1719),
entre d’altres (Robinet, 1960). Malgrat haver-
se format en el pensament cartesia, en els anys
1670 Malebranche es converti en seguidor de les
teories filosofiques i matematiques de Leibniz, a
qui conegué personalment durant la seva visita
a Paris (1672-1676). Tanmateix, a Malebranche
li resultava molt dificil entendre els articles de
Leibniz, en particular els relacionats amb el nou
calcul, tal com ho expressa en una carta que li
va enviar el 1692: «No podrieu, senyor, donar
al public amb més detall del que ho heu fet les
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regles d’aquest calcul i els usos que se’n poden
extreure?» (Robinet, 1970, p. 58).

Aixi, es pot considerar que la lectura dels
articles de Leibniz, junt amb la influéncia
de Malebranche, van motivar la publicacio
de 1’Analyse des infiniment petits el 1696, de
manera anonima (Figura 2), tot i que a I'edici6
del 1716 ja se n’identifica I'autor.

Al prefaci, L’Hopital defineix el calcul dife-
rencial com aquell que va de les «magnituds
enteres a les seves diferencies infinitament
petites per comparar aquestes quantitats in-
finitament petitesy (L’Hopital, 1696, prefaci,
XI). En canvi, el calcul integral consisteix
a «tornar d’aquestes quantitats infinitament
petites a les magnituds o als totals dels quals
en son les diferencies, és a dir, trobar-ne les
sumesy (L’Hopital, 1696, prefaci, XI). Havent-
se assabentat que Leibniz estava treballant
en un tractat titulat De scientia infiniti (que
suposadament havia d’incloure el metode invers
de les tangents, rectificacié de corbes, quadra-
tures), L’Hopital havia decidit dedicar el seu
manual inicament al calcul diferencial.

L’Analyse consta de deu seccions. A la
primera seccié s’enuncien les definicions, les
suposicions i les regles basiques de la dife-
renciacio. L’Hopital comenca definint quantitat
variable i diferéncia:

Definicié I: S’anomenen quantitats varia-
bles aquelles que augmenten o disminuei-
zen continuament; © al contrari, quanti-
tats constants aquelles que romanen sempre
iguals mentre les altres canvien. Aixi, en
una parabola les abscisses i les ordena-
des son quantitats variables, mentre que
el parametre és una quantitat constant.
(L’Hopital, 1696, p. 1)

Definicié II: La porcio infinitament petita
en quée una quantitat variable augmenta
o disminueix continuament s’anomena la
diferéncia. (L’Hopital, 1696, p. 2)

Com indica Schubring (2005), precisament
la definicié I representa una de les primeres
reflexions sobre el concepte de variable. A con-
tinuacio, L’Hopital enuncia les dues suposicions
segiients, les quals afirma que no necessiten
demostracié. La primera suposicié estableix que
significa que dues quantitats difereixin d’una
quantitat infinitament petita:
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Suposicié 1. Es poden considerar iguals dues
quantitats que difereizen en una quantitat
infinitament petita. Dit d’una altra manera,
st una quantitat l'augmentem o la dismi-
nuim en una quantitat infinitament menor,
roman igual. Aixi, podrem prendre AP igual
a Ap, PM igual a pm, l'espai Apm igual
a lespai APM, lespai M Ppm igual al
rectangle M PpR, el sector AMm igual al
triangle NAMS, etc. (L’Hopital, 1696, § 2).
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Figura 3. Figura 1 de I’ Analyse, reproduida a
Bradley et al. (2015).

La segona suposicié introdueix la idea de
corba com a poligon infinitangular (Figura 4):

Suposicié II. Una corba pot ser considerada
com un poligon d’infinits costats. Els angles
entre aquests costats donen la curvatura de
la corba. Per tant, la porcio de corba Mm
infinitament petita es pot considerar per
aquesta raé com un segment rectilini i, aixi,
el triangle AmSM passa a ser rectilini.
(L’Hopital, 1696, § 3).

Aquesta idea apareix a 'article de Leibniz
del 1684, a diferéncia del calcul newtonia, on la
corba es genera cinematicament.

Figura 4. Figura 2 de I’Analyse, reproduida a
Bradley et al. (2015).

Després de les definicions i suposicions,
L’Hépital exposa, de manera justificada, les
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regles basiques de diferenciacié (suma, resta,
multiplicacid, fraccions, poteéncies, arrels).

La resta de seccions exposen totes les
aplicacions del calcul conegudes per resoldre
problemes relacionats amb corbes: no només la
determinacié de tangents (secci6 II), de maxims
i minims (seccié III) i punts d’inflexié (secci6
IV), siné també problemes més nous, topics
de recerca de finals del XVIII, com les evolutes
(secci6 V), les caustiques per reflexié i refraccié
(seccions VI1i VII), i les envolvents a una familia
de corbes (seccié VIII). Per a aquests tltims, el
nou calcul és gairebé 'inic capag de resoldre’ls
de manera general. La secci6 IX esta dedicada
a la resolucié de diversos problemes, fent servir
els metodes precedents. En particular, la seccio
s’obre amb el que actualment es coneix com a
regla de L’Hopital.

Proposicié I: Sigui una linia corba AM D
(AP = z, PM = y, AB = a) tal que
el valor de laplicada vy estigui expressat
per una fraccid, de la qual el numerador
1 el denominador esdevenen cadascun zero
quan T = a, és a dir quan el punt P cau
sobre el punt donat B. Es demana quin ha
de ser llavors el valor de aplicada BD.
(L’Hopital, 1696, § 163).

L’Hopital expressa l'aplicada (és a dir,
l'ordenada) PM amb la fraccié general:

_ ABx PN

PM
PO

on PN és l'ordenada de la corba ANB cor-
responent al numerador, i PO 'ordenada de la
corba COB corresponent al denominador, que
s’anul-len alhora quan el punt Pcau sobre el
punt donat B (Figura 5). Aleshores prenent bd
infinitament proper a BD, es té que:

bd:ABxbf
bg

que no difereix de BD (aqui remet a la
suposicié I). Per tant, només és qiiestié de
buscar la raé de les ordenades bg a bf.
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Figura 5. Figura 130 de I’ Analyse, reproduida a
Bradley et al. (2015).

Finalment, a la secci6 X es compara 1’e-
legancia del nou calcul amb els métodes no tan
agils de Descartes i Hudde per trobar extrems.

La recepcié de I’ Analyse

La publicacié de I’Analyse des infiniment petits
genera un debat en el si de ’Académie des
Sciences (1700-1706) sobre 'admissibilitat del
nou calcul. Els seus detractors, liderats per Mic-
hel Rolle (1652-1719), criticaven la manca de
rigor del nou calcul, davant dels seus defensors,
liderats inicialment per Varignon (Blay, 1986;
Mancosu, 1989).

Tanmateix, 1’Analyse dona una gran em-
branzida al nou calcul i, en particular, a la seva
difusié i ensenyament. Aixi, per exemple, al seu
Eloge, Fontenelle (1708, p. 57) destacava que
L’Hopital hagués comunicat «els tresors ama-
gats de la nova Geometria», que hagués revelat
els secrets dels infinitament petits. A la seva
Histoire des mathématiques (1758), Montucla
afirmava que els Unics capagos d’entendre el
calcul de Leibniz abans del 1696 eren el mateix
Leibniz, Jakob i Johann Bernoulli, Varignon i
L’Hopital. La ressenya de I’Analyse publicada
al Journal des Savants (juny del 1696) lloava
la manera estructurada i coherent de presentar
el nou calcul, tal com faria anys més tard
Fontenelle a I’ Elogee (1695?7-1768) el va traduir
a langles (1730), perd per respecte a Isaac
Newton (1643-1727), el va reescriure en termes
fluxionaris. L’ Analyse també fou traduit al llati
a Viena (1764, 1790).

Per aclarir aquelles parts de I’Analyse que
podien resultar més dificils d’entendre, a Franca
es van publicar diversos comentaris com a
suplement de 'obra de L’H6pital:
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e Eclaircissemens sur UAnalyse des infiniment
petits (Paris, 1725), de Varignon, proba-
blement escrit en part poc després de la
publicacié de I’ Analyse.

e Commentaire sur U’Analyse des infiniment
petits (Paris, 1721), de Jean-Pierre de Crou-
saz (1663-1750).

e Analyse des infiniment petits, suivie d’'un
nouveau commentaire pour l’intelligence des
endroits les plus difficiles de cet ouvrage
(Avinyé, 1768), d’Aimé-Henri Paulian (1722
1802).

Aquests comentaris explicaven l'obra de
L’Hopital, segons enfocaments pedagogics di-
versos, en un intent de fer-la més entenedora
(Bella i Blanco, 2018).

La genesi de I’ Analyse

En el prefaci de 1’Analyse, L’Hopital deixa
oberta la porta a les reivindicacions que en
vulguin fer Leibniz i els germans Bernoulli,
especialment el més jove, Johann Bernoulli
(1667-1748), per haver fet servir els seus conei-
xements. Poc després de la mort del Marques,
Johann Bernoulli publica a Acta FEruditorum
una observacié necessaria per completar el
resultat conegut ara com a regla de L’Hopital,
que apareixia a la seccié IX de 1’Analyse, i
aprofita per reclamar-ne ’autoria. Més encara:
ja en una carta a Leibniz del 1698, Bernoulli
havia reinvindicat 'autoria de la major part de
I’ Analyse (Spiess, 1955). De fet, durant molt
de temps es tingueren dubtes sobre qui n’era
realment l'autor.

La relaci6 entre Johann Bernoulli i
L’Hopital comenga el 1691, quan Bernoulli
visita Paris. Fou justament Malebranche qui
presenta Johann Bernoulli a IL’Hépital. Arran
d’aquesta trobada, L’Hopital demana a Ber-
noulli que l’instruis en el nou calcul leibnizia.
Les llicons de Bernoulli comencen primer a
Paris, entre finals del 1691 i el juliol del 1692, i
continuen després a la propietat del Marques a
Oucques, entre I'agost i 'octubre del 1692.

Quan el 1922 Paul Schafheitlin publica les
Lectiones de calculo differentialium de Johann
Bernoulli, es va fer pales que les quatre primeres
seccions de 1’Analyse des infiniment petits es
basaven en les llicons de Bernoulli —tot i
que entre tots dos textos es detecten certes
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diferéncies (Blanco, 2001). Les Lectiones re-
cullen les llicons de Bernoulli que un amic
seu copiava, abans de lliurar els originals a
L’Hépital (Blanco, 2008).

No queda cap dubte sobre les fonts en que
es basava I’Analyse quan es publica la corres-
pondencia de Johann Bernoulli i L’Hopital, que
s’establi quan Bernoulli se’'n torna a Basilea
(Spiess, 1955). D’una banda, alguns problemes i
resultats de les sis seccions restants de I’ Analyse
es poden trobar a les seves cartes (Blanco,
2018). En particular, la regla de L’Hopital
es troba a la carta que Bernoulli escrigué al
Marques el 22 de juliol del 1694 (Spiess, 1955,
carta nimero 28). D’altra banda, en una carta
amb data 17 de marg del 1694, L’Hopital
ofereix a Johann una renda anual de 300 lliures,
quantitat que tenia intencié d’augmentar. A
canvi, Bernoulli havia de comunicar-li a ell, i
només a ell, les seves descobertes. En particular,
li pregava que no les comuniqués a Varignon
(Spiess, 1955, carta numero 20). Tot i que no
s’ha trobat la resposta de Johann a aquesta
carta, justament de la carta abans esmentada,
del 22 de juliol del 1694, es pot inferir que
Bernoulli havia acceptat el tracte proposat per
L’Hépital.

Altres contribucions de L’'Hopital

L’Hopital va publicar un altre tractat ex-
cel-lent, el Traité analytique des sections co-
niques et de leur usage pour la resolution des
equations dans les problémes tant déterminez
qu’indéterminez. Ja a principis dels 1690,
L’Hopital I'’havia comencat a preparar, i pen-
sava annexar-lo al final de les seves notes
sobre calcul diferencial. Pero, aparentment per
motius de salut de l'autor, la publicacié es
retarda i aparegué postumament el 1707 a
carrec de Varignon, el mateix any que es
publica 1" Arithmetica Universalis de Newton.
Tot i no ser tan trencador com 1’Analyse, el
tractat de coniques de L’Hopital il-lustra I'estat
de la geometria analitica a Europa, i en fou
text de referencia durant gairebé un segle.
Amb un enfocament essencialment cartesia, el
Traité analytique des sections coniques presenta
primer un tractament algebraic quasianalitic de
les seccions coniques; després, un estudi analitic
dels llocs geometrics, i, finalment, la construccié
mitjancant coniques de les arrels d’equacions
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cubiques i quartiques, la qual cosa era, de fet,
I’objectiu principal de la geometria analitica en
aquella epoca (Boyer, 1956).

No és tan conegut el fet que L’Hopital
exposa una de les primeres rectificacions de
la corba logaritmica. El 14 de desembre del
1692 L’Hopital envia la primera carta a Leibniz,
que acompanyava una carta de Malebranche.
En aquesta primera carta, L’Hopital exposava
com rectificar la corba logaritmica, és a dir,
com determinar geometricament una linia recta
igual a una porcié qualsevol d’aquesta corba,
amb ajut del calcul de Leibniz. Abans d’enviar
la proposta a Leibniz, L’Ho6pital havia discutit
previament aquest problema en la seva corres-
pondeéncia amb Huygens (Blanco, 2016).

En general, en les seves cartes L’Hopital
plantejava i tractava diversos problemes ma-
tematics, en particular, relacionats amb el nou
calcul. Aixi, per exemple, el 1690 L’Hopital
envia a Huygens un nou resultat sobre la
determinaci6 del centre d’oscil-lacié del pendol,
problema en el qual també havia estat treba-
llant Jakob Bernoulli (1654-1705). Huygens,
satisfet amb el resultat de L’Hopital, el va
fer publicar en una revista holandesa. Aquesta
primera publicacié va atreure l'atencié sobre
aquest autor fins aleshores desconegut.

A partir d’aqui, L’Hopital contribui sovint
a les revistes més importants de Franca i
Alemanya. Aixi, la seva solucié del problema
de De Beaune aparegué al Journal des Savants
el 1692 (que va signar com a Mr. G***). A Acta
Eruditorum va publicar el 1695 la seva solucio
al problema sobre el pont llevadis, o problema
d’equilibri, i, dos anys més tard, la seva solucio
al problema de la corba de descens més rapid, o
problema de la braquistocrona. I la seva solucio
al problema de la corba centrifuga es troba a les
Mémoires de I’Académie des Sciences del 1701.
Molts d’aquests problemes els va discutir en la
seva correspondeéncia amb Johann Bernoulli. Es
podria dir que, sense el suport i els consells de
Bernoulli, L’H6pital potser no hauria arribat a
la solucié d’aquests problemes.

Tanmateix, no es pot menystenir el fet que
L’Hopital participa activament en els reptes
matematics de la seva epoca. Gracies a la seva
iniciativa i a la seva interacci6 amb Johann
Bernoulli, I’Analyse des infiniment petits es-
devingué una fita en el desenvolupament i la
circulacié del calcul diferencial.
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